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Analysis of buckling and vibrations of Non-Prismatic Columns under thermal 
changes 

Amir Hossein Taherkhani, Majid Amin Afshar  
Abstract 

Due to economic efficiency, members with variable cross-sections are widely used in steel structures, especially 
industrial sheds. But with the increase in temperature caused by thermal changes, the strength and hardness 
characteristics of industrial frame members decrease rapidly. It is necessary to check stability (thermal buckling) in 
industrial frames for a safe and complete design. In this article, thermal buckling and vibrations caused by thermal 
changes of non-radiative elastic columns are investigated by the Rayleigh-Ritz method. In the next step, the weak form 
of the differential equation is calculated and the Chebyshev series is used as the transverse displacement function and 
the weight function. In the last step, after extracting material stiffness matrices, geometric stiffness, and mass matrix, 
the eigenvalues of the equation are checked. The results show that the simultaneous increase of the slope of the section 
and the coefficient of thermal changes significantly affect the effective length coefficient and reduce the buckling load 
capacity in all the boundary conditions of different supports. Also, the simultaneous increase of the slope of the 
cross-section and the coefficient of thermal variation, depending on the type of boundary conditions of the support, 
cause an increase or decrease in the dimensionless natural frequency. Aligned curves are used to present results and 
display graphs to apply results in engineering calculations. The results of previous research are used for validation. 
There is an acceptable agreement between the present results and previous studies. 

Keywords 
Stability, Thermal buckling, Stability of variable sections, Hamilton's principle, Eigenvalue analysis  

 چکیده

ی صنعتی دارد. اما  هاسوله   خصوصبه ی فولادی  هاسازهاقتصادی کاربرد فراوانی در    ةعلت صرفاستفاده از اعضای با مقطع متغیر به 
برای طرح  .  ابدی ی مکاهش    سرعتبه صنعتی    یهاقاب ناشی از تغییرات حرارتی، مشخصات مقاومتی و سختی اعضای    یبا افزایش دما

حاضر، کمانش حرارتی و ارتعاشات    ةمقالصنعتی بررسی شود. در    یهاقاب لازم است پایداری )کمانش حرارتی( در    ایمن  و  کامل
تغییرات حرارتی   از  رایلی  یمنشورریغالاستیک    یهاستون ناشی  بررسی  -با روش  از روش   در گام.  شودی مریتز  استفاده  با  اول، 

شده و از سری چبیشف   دیفرانسیل محاسبه ة. در گام بعدی، شکل ضعیف معادلگرددی مدیفرانسیل حاکم استخراج  ةهمیلتون، معادل
 یهندس  یمصالح، سخت  ی سخت  یهاسی ماترپس از استخراج  در گام آخر،  .  گرددیاستفاده متابع تغییرمکان عرضی و تابع وزن    عنوانبه

و ضریب  (  β) شیب مقطع    زمانهم که افزایش    دهدی منتایج نشان    .دنشوی م  یبررس  معادله  ۀژی و  ر ی مقاد  در نهایت جرم  سی و ماتر
در تمامی شرایط مرزی  ( Pcr)  یبارکمانشو کاهش ظرفیت ( K) مؤثردر افزایش ضریب طول  ی توجهقابل ریتأث( γ)   تغییرات حرارتی

هم تکیه دارد.  مختلف  همگاهی  افزایش  مقطعچنین  شیب  تغییرات حرارتی  (β)   زمان  مرزی    (  γ)   و ضریب  شرایط  نوع  به  بسته 
های  ، از منحنینتایج در محاسبات مهندسی  کارگیریبه گردد. برای  می(  ω̅)   عدبُگاهی سبب افزایش یا کاهش فرکانس طبیعی بیتکیه
ارائهم  نمودارها استفاده میو    نتایج  ةتراز برای  نتایج  نمایش  از  اعتبا  هایتحقیقشود.  شود. تطابق  نجی استفاده میرسپیشین برای 
 پیشین برقرار است.  هایتحقیققبولی بین نتایج حاضر و قابل

 واژگان کلیدی 

 رارتی، پایداری مقاطع متغیر، اصل همیلتون، تحلیل مقدار ویژه  ح کمانش پایداری،
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 مقدمه   -1

تحت    یسوزآتش ساختمانی و صنعتی در زمان رخداد    یهاسازه

قرار   حرارتی  در    نیترمهم .  رندیگی مبار  حرارتی  تغییرات  اثر 

و  )  یاسازه اعضای   پس هاستون تیرها  است.  حرارتی  کمانش   )

( پایداری  است،  لازم  کامل  و  ایمن  طراحی    ی بارکمانشبرای 

اعضای   )کمانش   یاسازهبحرانی(  حرارتی  تغییرات  اثر  تحت 

 1 لری اوبررسی شود. طبق تعریف    یسوزآتش حرارتی( در زمان  

ترین نیرویی است که یک  بحرانی در واقع بیش  یکمانش  بار  ،[1]

که خم شود و کمانش کند.    تحمل کند بدون این  تواندی مستون  

  ةمطالع   به  ،[4] 4ی مورل  ،[3] 3بازانت   ،]2] 2موشنکو یت  ،  لری او

ی حل  هاروش ی الاستیک بر مبنای  هاستون ی  کمانش  بارظرفیت  

پرداختند.   ةمعادل  ةبست عددی  تقریبی  یا  حاکم  دیفرانسیل 

به مطالع[5]   همکاران  و 5رونگشی ر  یت  کی   مانشکس پ پاسخ  ة ، 

 .پرداختند غیریکنواخت دمای افزایش تحت دوسرساده  لاستیکا

اعضای  [6] 6وانگ   و  وانگ پایداری  تیرها،    یاسازه،  قبیل  از 

تحلیلی   یهاروش و صفحات را بررسی کردند. ایشان از    هاستون

 7همکاران  و  سیانی رافتوبرای حل معادلات متشکله استفاده کردند.  

محوری و    فشار  تحت  یرمنشوریغدوبل    یهاستون ، پایداری  [7]

را بررسی کردند. مقطع عضو در دو جهت محور    دومحورهخمش  

فرع و  تغییر    صورتبهی  اصلی  تغ  کندی مخطی  ممان  و  ییرات 

  ی کمانش  بار، به بررسی  [8] 8ی ل  و  نگیس  .استاینرسی با توان دو  

  شده از مواد مدرج  گیردار ساخته  الاستیک   ی  رمنشوریغ  یهاستون

ستون   بحرانی  بار  پرداختند.  ستون   درتابعی  اول  مد  پنج 

)دو  یرمنشوریغ مرزی  شرایط  ،  رداریدوسرگ،  یسرمفصلبرای 

گیردار–گیردار و  با –مفصلی  نتایج  است.  شده  بررسی  آزاد( 

 سنجی شده است. اجزای محدود و تفاضل محدود صحت   یهامدل 

به تحلیل  [9] 9ی نارباسیپ با   یمنشورغیر  یهاستون  یکمانش  بار، 

ارتجاعی پرداخت. ایشان از روش تکرار متغیر برای    یهاگاههیتک

استفاده کردند. تغییرات سختی به دو صورت    ه متشکل  ة حل معادل

 ،[10] همکاران  و قنادپورنمایی و خطی در نظر گرفته شده است. 

به روش    یرمحلیغ  یبرنول-لری او  ریکمانش و ارتعاشات ت  ة مطالعبه  

مطالع[11]  10همکاران   و  ژانگ  پرداختند.  تزی ر به  پایداری    ة ، 

عرضی    ی منشورغیردوبل    یهاستون مقطع  با    یالوله الاستیک 

 
1 Euler 
2 Timoshenko 
3 Bazant 
4 Morley 
5 Shi-rong 
6 Wang and Wang 
7 Raftoyiannis et al 

  ة اجزای محدودی برای حل معادل  یهاروش پرداختند. ایشان از  

 ی هاکیتکناز    یریگبهره دیفرانسیل متشکله بهره بردند. سپس با  

ظرفیت بار بحرانی   ةروابط صریح برای محاسباز   11برازش منحنی

فولادی    یهاستونکمانش    ة، به مطالع [12] 12آوکار   استفاده کردند.

با   فشار  تحتالاستیک   ایشان کمانش ستونی  پرداخت.  محوری 

( را در شرایط مرزی مختلف با  یاره ی دامربعی، مستطیلی،  )مقطع  

کرد.   بررسی  محدود  اجزای  مرزی    همچنینروش  شرایط  اثر 

 یهاستونکمانشی    مختلف، مقطع عرضی و نسبت لاغری را بر بار

، به بررسی  [13] 13همکاران  و  کائو .  قرار داد  بررسیمورد  فولادی

با    یهاستونپایداری   فشاری  منشوری    ی هاگاههیتکالاستیک 

از   سرسادهدو ایشان  پرداختند.  انتها  دو  در  دورانی  فنرهای  با 

برای    یهاروش فرض   کمانش  مطالعة تحلیلی  با  مذکور  ستون 

کردند.    محوریون رب استفاده  به  [14]   همکاران  و  یفتحاولیه   ،

دارای نقص اولیه و    یهاستونافت برای  -بررسی معادلات شیب

  یهانقصاثر برشی پرداختند.    درنظرگیریصلب با  اتصالات نیمه 

ح  هاستون  یهندس قب  نیدر  از  از    ،ناشاقولی  لینصب  خروج 

تغ  نیستون و همچن  یانحنا  ت،ی مرکز در   یبرش  یهاشکل رییاثر 

لحاظ   تحقیق  است.شاین  ،  [15]  همکاران  و  پژندییرضا  ده 

با مقطع متقارن    سادهدوسر  یاچهیماه  ریت  یچشیپ-یجانب  پایداری

  مورد   تزی را با استفاده از روش ر دوطرفه یمواد تابع  شده ازساخته

  یدار ی پا  یبررس، به  [16]  انی عسگر  و   یسلطان  قرار دادند.  مطالعه

  یتوان  یهای روش سر  بیبا استفاده از ترک  یرمنشوریغ  یهاستون

  ة ، به مطالع[17]   یسلطان  و  انی عسگرپرداختند.    لورن و بسط مک 

 از  استفاده با یرمنشورغی  ی هاستون  آزاد ارتعاش و پایداری

اعضای با مقطع  توانی پرداختند. استفاده از   یهای ش سررو ترکیب

ی فولادی  هاسازه اقتصادی کاربرد فراوانی در  ةعلت صرفمتغیر به 

و  هاسوله   خصوصبه صنعتی  طرفی  هاپل ی  از  دارد  فلزی  ی 

گرما  یهاسازه مقابل  در  طولی   یفولادی  انبساط  دچار  زیاد 

تغییرات ممان اینرسی    زمانهم پیشین، اثر    یهاق یتحق. در  شوندیم

الاستیک   یهاستوندر طول عضو و تغییرات حرارتی بر کمانش  

حاضر، در مدلی جامع ارتعاشات و    مقالةر  بررسی نشده است. د

حرارتی    یداری پا تغییرات  تحت  متغیر  مقطع  با   یبررسستونی 

. شودی مریتز استفاده  -روش عددی رایلی  ، از برای حل.  شودیم

8 Singh and Li 
9 Pinarbasi 
10 Zhang et al 
11 Fitting Processes 
12 Avcar 
13 Cao et al 
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تابع تغییرمکان عرضی    عنوانبه به این صورت که از سری چبیشف  

وزن  تابع  اگرددی م  استفاده  و  ممان  عضو    ینرسی .  مساحت  و 

و مساحت   ییابتدا  ینرسی بر حسب ممان ا  خطی  صورت تابعبه

  ژهی هدف از نوع مقدار و  ة. معادلشودی در معادله اعمال م  ییابتدا

از تکن پارامتر    افتنی حل معادله و    ی برا  یابی شه ی ر  یهاکیاست. 

 . شودیم تفاده( اسبعدبیو فرکانس طبیعی  مؤثرطول پاسخ )

 و تعریف مسئله   یسازمدل -2

با شرایط مرزی دو    ستون الاستیک غیرمنشوری  ( 1) مطابق شکل  

مفصلی، گشتاور  انتها  مشخصات  با  حرارتی  کمانش  دوم    تحت 

ρ) واحد طول   ، جرم(E)، مدول الاستیسیته  (I(x)) سطح   × A(x))  ،

در نظر  (  ρ(x)) و جرم مخصوص  (  A(x)) ، سطح مقطع  (L) طول  

نیروی ناشی از حرارت    (Pthermal) در این مدل،      .شودیمگرفته  

 است.  کمانش بحرانی بار ( P)و 

 
 و  یمحور تحت بار ریا مقطع متغل ب دو سرمفص ستون -1شکل 

 یحرارت راتییتغ

 فولادی  یهاستون  درتوزیع مقطع متغیر  -2-1

بودن مقادیر طول و عرض،  رثابتیغدلیل  در اعضای غیرمنشوری به 

گشتاور دوم سطح مقطع و مساحت مقطع در حال تغییر هستند.  

ترتیب سطح  به  (I0) و (A0)جهت اعمال اثر غیریکنواختی مقطع، 

 ةفاصل(  X) تر در ابتدای عضو و ممان ایرنسی آن است.  مقطع بزرگ 

عرض،  (  b)شیب مقطع،  (  β)   طول ستون،(  L) هر نقطه از ستون،  

(h  )ارتفاع مقطع و   (x̅ =
x

L
بعد هر نقطه از ستون هستند.  بی  ةفاصل  (

 . [16]  دارد 9/0تا   0مقادیری از ( β) ضریب 

برای تحلیل   لی ذ یهاهیفرض ،یبرنول-لری او ریت یتئور مطابق

 : ر نظر گرفته شده است ( د1ل ) پایداری ستون شک

 
 

حاضر، تنها اثر کمانش خمشی در ستون مورد نظر    ةدر مقال •

 𝜀𝑥𝑥شده جادی کرنش نرمال ا  اثر  فقط  ،در واقع  .شودمی   لحاظ

شدهحاکم    لی فرانسی د  ةمعادل  رد ا  از  و  لحاظ    ینرسی اثرات 

تغ  یدوران برشرییو  .ε𝑧𝑧(𝑥  یشکل  𝑧) = 0 . 𝛾𝑥𝑧(𝑥. 𝑧) = 0 

پلان   𝑥در  − 𝑧  کمانش  اثرات  اگر.  شودمی نظر  صرف 

معادلزم ه   صورتبه   ی چشیپ-یخمش در  لحاظ    ة مان  حاکم 

پارامتر   علاوه  ،گردد ا  یهابر  قو   ینرسی ممان  محور    یحول 

 (𝐼𝑦)الاست مدول  برش  یهاپارامتر  ،(𝐸)  تهیسی،   ، (𝐺)  یمدول 

  فیحول محور ضع  ینرس ی ا، ممان  (𝐽)  یچشیپ  ینرسی ممان ا

 (𝐼𝑧)،  یدگیتاب  بی ضر   (𝐼𝜙)  بار مقدار    ی بحران  یکمانش  بر 

 . [18]  اثرگذار خواهد بود

صلب  مه یاز نوع اتصالات ن معمولاً، هاقاب  در ستون اتصالات  •

هم به  ن  نیاست.  اتصالات  اثر  از  مهیمنظور  استفاده  با  صلب 

شود. در یم  یسازدر محاسبات مدل   یو خط  یدوران  یفنرها

تحت    یرمنشوریغ  یرهایکمانش و ارتعاشات ت  ،حاضر  ةمقال

از    شده و  یآل بررسدهی ا   یمرز   طی شرا  یبرا  یحرارت  راتییتغ

  روش.  شودمی استفاده    لی فرانسی د  ةحل معادل   یبرا  تزی روش ر

 ییبالا  ییهمگرا  سرعت  شفیچب  یهایسر  از  استفاده  با  تزی ر

  ن ی ا  روش  نی ا  ب یع  اما.  دارد  نظر  مورد   پاسخ  به  دنیرس  یبرا

 و  یدوران  یفنرها)  صلبمهین  یمرز  طی شرا  توانی نم  که  است

  های با ستون یسازمدل  . برای کرد  یسازمدل  آن  در  را( یخط

ن محدود    ازتوان  می صلب  مه یاتصالات  المان  بهره  روش 

 .  گرفت

در نظر گرفته   کنواختی صورت  دما به   عی حاضر، توز  مقالة  در •

اشودمی به  یدما  ه،یفرض  نی . در  از    کنواختی صورت  ستون 

نیز    روش دیگریکند.  یم  رییتغ  (𝑇𝑓)   یینها  یبه دما  (𝑇0)  یدما

توزیع دمای خطی  نام  دما در   1( LTR)  به  توزیع  اعمال  برای 

 (𝑇0) در این فرضیه، دمای سطح بالایی آن    ها وجود دارد.ستون

به  و  دما  یصورت خطاست  به سمت    ی در جهت ضخامت 

پا معمولاً ی م  رییتغ  (𝑇1)   ینییسطح  فرض  کند.    ریت  اتیاز 

  استفاده  یخط  یدما  راتییتغ  یسازمدل   یبرا  موشنکویت

 . [19]شود یم

سازنده،   • مواد  ساختار  لحاظ  دو   به  هاستون  کمانشاز 

غ  کیالاست کمانش نوع در  شودی م  میتقس  کیالاستریو   .

الاست ماده -تنش  یمنحن  شودی م  فرض  کیکمانش  کرنش 

1 Linear Temperature Rise 
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  ن ی ا  در.  کندیم  یرویروابط قانون هوک پ   ازاست و    یخط

و مدول    است  میتر از تنش تسلکم   وارده  یهاحالت تنش

دردارد   یثابت  مقدار  تهیسیالاست با   کیالاستریغ کمانش . 

مبیش  ها  تنش  زانیم  شی افزا تسل  زانیاز  مصالح    میتنش 

منحن غ-تنش  یسازنده،  مقدار  شودیم  یرخطیکرنش  لذا   .

  . کندیم  رییشده تغمتناسب با تنش اعمال   ه،تیسیمدول الاست

 رفتار  فرض شده و  کیالاست  ،حاضر رفتار ستون  ةدر مقال

 . [17]  .کندیم  یرویمصالح همگن از قانون هوک پ

 بعدبی ینرسیا ممان و  مساحت  راتیی تغ  بر حاکم معادلات -1جدول 

   مقطع

 A̅(x̅) I(̅x̅) حالت 

صورت طول مقطع به.  1

. اما  ابدییکاهش م یخط

 عرض مقطع ثابت است.  

A0(1 − βx̅) I0(1 − βx̅) 

عرض مقطع در امتداد   .2

کاهش  βعضو با شیب  

. اما طول مقطع ابدییم

 ثابت است. 

A0(1 − βx̅) I0(1 − βx̅)3 

مقطع   عرض و  طول .3

 راستای در مستطیلی

   βشیب   با و عضو

کاهش  زمانهم صورتبه

 . ابدییم

A0(1 − βx̅)2 I0(1 − βx̅)4 

 

 دیفرانسیل ستون با مقطع متغیر با تغییرات حرارتی   ۀمعادل   -2-2

با اثر انرژی کرنشی، جرم در    نظر   مورد   دیفرانسیل ستونی   ة معادل

زیر    صورتبه  1ی بر مبنای روش همیلتون محور  بارواحد طول و  

 است.  نظر موردبا خیز جانبی ستونی  برابر ( W) . شودیمبیان 

(1 ) ∂2

∂x2
(EI(x)

∂2W

∂x2
) + ρA(x) (

∂2W

∂t2
) + Pt (

∂2W

∂x2
) = 0 

 

(Pt  )رابط بار  ةدر  نیروی  شامل  نیروی    فوق  و  بحرانی  کمانشی 

رابط اساس  بر  نیرو  این  است.  حرارت  از  محاسبه    ة ناشی  زیر 

 شود. می

(2 ) Pt = P + Pthermal 

(P  )  و بحرانی  کمانش  حرارت    (Pthermal) بار  از  ناشی  نیروی 

 است. 

 
1 Hamilton 

(3 )   Pthermal = αTEA 

تغییرات (  T)ضریب انبساط طولی ستون،    (α)   فوق  رابطةدر   

 ستون است.  ةمدول الاستیست( E) دما و 

اصل  (  W)  ستونی  یجانب  زیخپارامتر    (1)   ةمعادل در    مطابق 

پارامتر تابع شکل(  )  (w(x))  صورت ضربجداسازی متغیرها، به 

 شود. گرفته می پارامتر تابع زمانی( در نظر)( T(t)) در 

(4 ) W = w(x)T(t) 

(5 ) T(t) = eiωt 

  

معادل گذاریجابا   )  (4)  ةی  معادل  (5و  معادل(1)   ةدر    ( 1)   ة، 

 .شودی مزیر بیان   صورتبه

 

 (6 ) 

d2

dx2 (EI(x)
d2W

dx2 ) − ρA(x)wω2

+ (P + αTEA(x)) (
d2w

dx2 ) = 0 

مرزی    شدهتحلیل  اعضای  انتهای دو هر  برای  شرایط 

 .  دشوی م تعریف زیر صورت به

 : (S-S)ی  مفصل-یمفصل

(7 )  w(0) =  w(L) = (
d2w(0)

𝑑x2
) = (

d2w(L)

𝑑x2
) = 0  

 (: C-S) یمفصل-رداریگ

(8 )    w(0) =  w(L) = (
dw(0)

dx
) = (

d2w(L)

𝑑x2
) = 0 

 

   :(C-F)  آزاد-رردایگ

(9 )  
w(0) = (

dw(0)

dx
) = (

d2w(L)

dx2 ) = (
d3w(L)

dx3 ) = 0 

 

 : (C-C) رداریگ-ارردیگ

(10 )  w(0) = (
dw(0)

dx
) = w(L) = (

dw(L)

dx
) = 0 

 

معادل هاپاسخ ی  ری پذم یتعمبرای    از    ةی  فوق  دیفرانسیل 

هندسی    بعدبی ی  پارامترها.  شودیماستفاده    پارامترهاسازی  بعدبی

 .شوندی مزیر تعریف    صورتبه

 
 
(11 ) 

x̅ =
x

L
   , ω̅ = ω√

ρA0L4

EI0
  , w̅ =

w

L
  

P̅ =
PL2

EI0
   ,   γ =

αTA0L2

I0
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 ریتز-حل معادله با روش رایلی -3-2

ه و شرایط مرزی مسئل  (1)  ةحاکم بر مجموع   ةدر بخش قبل معادل

استفاده از روش  ارائه شد. در این بخش با    (10الی )   (7)  در روابط 

. بدین منظور لازم  شودی ممذکور بررسی    ةریتز معادل-عددی رایلی

بعدی، از   در گاماست که ابتدا شکل ضعیف معادله تشکیل شود. 

ی عضو  هاسی ماتری چبیشف برای استخراج  اچندجمله ی  هایسر

 . شودیماستفاده 

 متشکله    ۀمعادل ۀشدشکل ضعیف  -4-2

متشکله    ة ریتز برای حل معادل-رایلیدر پژوهش حاضر از روش  

تابع وزنی   در R(x̅)مانده . در این روش، تابع باقیشودیماستفاده  

φ(x̅)  انتگرال آن  حاصل  از  و  شده  میضرب  پاسخ .  شودگیری 

 φ(x̅)تابع وزن رابطه    این  در.  شودصورت معادله نمایش داده میبه

 پذیر باشد. مشتق  حداقل دوبار  xاست که باید نسبت به  

 

 
(12 ) 

 

∫ φ(x̅)
1

0

R(x̅)dx 

R(x̅) =
d2

dx̅2
(I(̅x̅)

d2
w̅

dx̅2
) − A̅(x̅) ω̅2w̅(x̅) + 

(P̅ + γA̅(x̅))
d2w̅(x̅)

dx̅2  

 

انتگرال   (12)  ةمعادل  دومرتبه  ش  جزجزبه گیری  دوبار  تا  ده 

گیری مبادله گردد و دومرتبه مشتق  φ(x̅)گیری با تابع وزن  مشتق 

وابسته   متغیر  ضعیف   w̅(x̅)روی  شکل  نهایت  در  بماند.  باقی 

 زیر محاسبه می شود.   ة معادله به شکل رابط

Π = ∫ [I(̅x̅)(
d2φ

𝑑x̅2

1

0

) (
d2w̅

𝑑x̅2 )                                        (13)   
     

−(P̅ + γA̅(x̅)) (
dφ

dx̅
) (

dw̅

dx̅
) − ω̅2A̅(x̅)w̅(x̅)φ(x̅)]dx̅ = 0 

 

. برای  دهد ی مرا نشان    (12)  رابطةشکل ضعیف    (13)  ةرابط 

معادل معادل  (13)  ةحل  زد  ة باید  حدس  را  عرضی    ، تغییرمکان 

در    کهی طوربه کند.  ارضا  را  مرزی  از  حاضر  مقالةشرایط   ،

تغییرمکان عرضی    عنوانبه ی چبیشف  اچندجمله ی  هایسر تابع 

 .شودیماستفاده 

(14 ) 
w(x̅) = ∏(x̅m − x̅)n2

n1

m=1

∑ CjBj−1

n

j=1

(x̅) 

 

بردار ویژه،  (Cj)   رابطه  نی ا  در  تعداد جملات    (n)  ماتریس 

بعد  بی   ةفاصل  (x̅m)ها در طول ستونی،  گاهتعداد تکیه   (n1) سری،  

و  mگاه  تکیه ستونی  ابتدای  از  نوع    (n2) ام  به  وابسته  پارامتری 

برابر  برای تکیه (  n2) گاه است.  تکیه گاه و برای تکیه  1گاه ساده 

 است.   2گیردار برابر  

(15 )   B0(x̅) = 1  
 B1(x̅) = x̅ 

(16 )   Bj+1 = 2x̅Bj(x̅) − Bj−1(x̅) 

حسب  ارابطه ،  (16)  رابطة بر  بازگشتی  جملات   x̅ی  است. 

می محاسبه  قبلی  جملات  حسب  بر  روش بالاتر  در   شوند. 

نیز برابر تابع تغییرمکان عرضی در نظر   φ(x̅)ریتز تابع وزن - رایلی

 [10شود. ]گرفته می

(17 )  
φ(x̅) = ∏(x̅m − x̅)n2

n1

m=1

∑ CjBj−1

n

j=1

(x̅) 

 

 . شودیمزیر بیان  رابطة صورتبه ریتز -رایلی روش

(18 )  ∂Π

∂cj
= 0 

 

و با استفاده   (13)   رابطةدر    (17)  و  (14)   ی روابطگذاریجابا   

ی سختی  هاس ی ماتردر نهایت    ، (18) ریتز  -از ویژگی روش رایلی

 .شوندی مزیر نوشته  رابطة  صورتبه

(19 ) 
Kij(S) = ∫ I(̅x̅) (

d2φi

𝑑x̅2
) (

d2w̅j

𝑑x̅2
)

1

0

dx̅ 

(20 ) 
Kij(G1) = ∫ (

dφi

dx̅
) (

dw̅j

dx̅
) dx̅

1

0

 

(21 ) 
Kij(G2) = ∫ γA̅(x̅) (

dφi

dx̅
) (

dw̅j

dx̅
) dx̅

1

0

 

(22 ) 
Mij = ∫ A̅(x̅)φiw̅jdx̅

1

0

 

 

و    (Kij(G2))و   (Kij(G1))  و(  Kij(S))   (22الی )  (19)  رابطةدر   

 (Mij)  سختی به ماتریس  مصالح،  سختی  ماتریس  معرف  ترتیب 

هندسی بار محوری، ماتریس سختی هندسی تغییرات حرارتی و  

 . هستندماتریس جرم ستونی 

(23 ) ([KS] − [KG2] − ω̅2[M]){𝑐} = 0 
 

محاسب  نظر  مورد  رابطة،  (23)   رابطة   ضریب    ةبرای  مقدار 

مذکور از نوع مقدار ویژه است.    ةاست. رابط  بعدبیفرکانس طبیعی  

 ی عددی استفاده شود. ابی شه ی ری هاروش برای حل لازم است از 

(24 ) |[KS] − [KG2] − ω̅2[M]| = 0 
 

ی ستونی  بارکمانش  ةبرای محاسب  نظر  مورد  رابطةطور مشابه  به 

 .شودی مبه این صورت بیان 
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(25 ) |[KS] − Pcr[KG1] − [KG2]| = 0 

ی پارامتر جابهی نتایج به محاسبات مهندسی ری پذم ی تعمبرای  

برای  (  K) ثر  ؤاز پارامتر ضریب طول م (  Pcr)ظرفیت بار بحرانی  

 شود.  نتایج پژوهش حاضر استفاده می ةارائ

عطف متوالی در    دونقطةبین    ةهمان فاصل  مؤثر ضریب طول   

مذکور    ۀشکل خمید پارامتر  است.  کمانش  از  ناشی  مقید  ستون 

ی گاههیتکبوده و فقط تابع شرایط مرزی مختلف    بعدبیپارامتری  

 است. 
 

(26 ) 

 
K = √

π2EI0

PcrL2  

 بحث روی نتایج  -3

فرکانس طبیعی    ةبرای محاسب  نظر   موردروابط    (25)  و  (24)  رابطة

هستند و برای حل لازم است مقادیر    بعدبی ی  کمانش  بارو    بعدبی

دترمینان ماتریس ضرایب محاسبه شوند.   ةمحاسب  ةلیوسبه مذکور  

اشاره    طورهمان  رایلیش که  از روش  محاسب-د  برای  تابع    ةریتز 

ی عددی افزایش دقت  هاروشدر    .شودی مشکل معادله استفاده  

  .شودی مانجام    (17)افزایش جملات تابع شکل    ةلیوسبهمحاسبات  

  . شودی متا جملات سری دهم بررسی    (17)   ة به همین منظور معادل

از جمله محاسب ماتریس سختی و دترمینان   ة تمامی مراحل فوق 

انجام  1متلب    افزارنرمی در  سیکدنو  ةلیوسبه ماتریس )مقدار ویژه(  

 . شودیم

 ی نتایج  اعتبارسنج -1-3

  ة پژوهش، به مقایسی نتایج حاصل از این اعتبارسنجنخست برای  

شده توسط محققین پرداخته  ی ارائه هامدل نتایج مدل پیشنهادی با  

شد،    طورهمان .  شودیم بیان  به    [16]   یسلطان  و  انی عسگرکه 

ی و فرکانس طبیعی ستون غیرمنشوری کمانش  باربررسی ظرفیت  

ترکیبی   روش  با  پرداختند.  های سرالاستیک  گالرکین  توانی   ی 

ی ستون  کمانش  بارظرفیت  ،   [6]  وانگ  کتابهمچنین در بخشی از  

ی تحلیلی بررسی شده  هاروشالاستیک با مقطع متغیر با استفاده از  

مقال در  ظرفیت    ة است.  بررسی  به  و    بعدبی ی  کمانش  بارحاضر 

طبیعی   تغییرات    بعدبیفرکانس  تحت  متغیر  مقطع  با  ستونی 

رایلی عددی  روش  با  پرداخته  –حرارتی  نتایج .  شودیمریتز  از 

نامهاقیتحق صحت ی  برای  استفاده    مقالةسنجی  برده  حاضر 

تغییرات حرارتی در  شودیم اثر  باید  منظور،  بدین  حاضر    مقالة. 

 نادیده گرفته شود.

 مطالعه در مقالة حاضر  مورد  یمرز طیشرا -2جدول 

 C-F آزاد - گیردار

 C-S مفصلی -گیردار

 C-C گیردار -گیردار

 S-S مفصلی-مفصلی

 

 

 

 

 مختلف   یمرز طی( با شراینرسی ممان ا یخط  راتیی)تغ ریبا مقطع متغ  یستون یبرا بعدبی  یعیفرکانس طب  و بعد بی یکمانش بار ریمقاد -3جدول 

 شرایط مرزی 
β 

 )شیب مقطع( 

جدید  نتایج [ 6] وانگ و  وانگ   

و  سلطانی 

  عسگریان

[16]  

 نتایج جدید 

 
Pcr
̅̅̅̅  

Pcr
̅̅̅̅   

ω̅ 
ω̅ 

N=1 N=5 N=10 N=1 N=5 N=10 

S-S 
0.1 9.372 11.400 9.372 9.372 9.868 10.950 9.869 9.869 
0.3 8.343 10.200 8.343 8.343 9.860 10.950 9.857 9.857 
0.5 7.256 9.000 7.256 7.256 9.825 10.95 9.825 9.825 

C-S 
0.1 19.168 27.750 19.169 19.169 15.527 20.357 15.527 15.527 
0.3 17.035 23.250 17.035 17.035 15.768 20.015 15.769 15.768 

0.5 14.739 18.750 14.740 14.739 16.044 19.540 16.044 16.044 

C-F 
0.1 2.393 2.850 2.393 2.393 3.631 4.553 3.631 3.631 

0.3 2.235 2.550 2.235 2.235 3.916 4.761 3.916 3.916 

0.5 2.062 2.250 2.062 2.062 4.315 5.071 4.315 4.315 

Δmax% 
 

- - 44.77% 0 0 - 31.11% 0.03% 0.03% 

 

 

 
1 MATLAB 
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 مختلف   یمرز طی( با شراینرسیممان ا  یمکعب  راتیی)تغ ریبا مقطع متغ  یستون یبرا بعدبی  یعیفرکانس طب  و بعد بی یکمانش بار ریمقاد -4 جدول

 شرایط مرزی  
β 

)شیب  

 مقطع( 

 نتایج جدید  [ 6] وانگ و  وانگ 

و  سلطانی 

  عسگریان

[16] 

 نتایج جدید 

 
Pcr
̅̅̅̅  

Pcr
̅̅̅̅   

ω̅ 
ω̅ 

N=1 N=5 N=10 N=1 N=5 N=10 

S-S 
0.1 8.436 10.320 8.435 8.434 9.368 10.420 9.368 9.368 
0.3 5.840 7.599 5.841 5.840 8.302 9.455 8.302 8.302 
0.5 3.628 5.625 3.629 3.628 7.122 8.660 7.122 7.122 

C-S 
0.1 17.252 23.804 17.252 17.252 14.849 18.854 14.849 14.849 
0.3 11.923 14.434 11.924 11.923 13.640 15.771 13.640 13.640 

0.5 7.362 8.438 7.362 7.362 12.300 13.108 12.300 12.300 

C-F 
0.1 2.246 2.579 2.246 2.246 3.559 4.331 3.559 3.559 

0.3 1.798 1.900 1.789 1.789 3.667 4.109 3.667 3.667 

0.5 1.336 1.406 1.337 1.337 3.824 4.009 3.824 3.824 

Δmax% 

 
- - 55.04% 0.5% 0.5% - 26.97% 0 0 

 

   مختلف یمرز طی( با شراینرسیمرتبه چهارم ممان ا  راتیی)تغ ریبا مقطع متغ  یستون یبرا بعدبی  یعیفرکانس طب  و بعد بی یکمانش بار ریمقاد -5 جدول

 شرایط مرزی  
β 

)شیب  

 مقطع( 

 وانگ و  وانگ 

[6] 
 نتایج جدید 

و  سلطانی 

 عسگریان

[16] 

 نتایج جدید 

 

Pcr
̅̅̅̅  

Pcr
̅̅̅̅   

ω̅ 
ω̅ 

N=1 N=5 N=10 N=1 N=5 N=10 

S-S 
0.1 7.994 9.828 7.995 7.994 9.362 10.430 9.362 9.362 
0.3 4.836 6.655 4.836 4.836 8.250 9.567 8.250 8.250 
0.5 2.467 4.650 2.472 2.467 6.958 9.021 6.958 6.958 

C-S 
0.1 16.354 22.075 16.355 16.354 14.955 18.749 14.955 14.955 
0.3 9.983 11.596 9.895 9.983 13.962 15.654 13.962 13.962 

0.5 5.048 6.161 5.051 5.048 12.850 13.416 12.851 12.850 

C-F 
0.1 2.175 2.457 2.175 2.175 3.674 4.415 3.674 3.674 

0.3 1.595 1.664 1.595 1.595 3.067 4.434 3.067 3.067 

0.5 1.029 1.162 1.029 1.029 4.625 4.738 4.625 4.625 

Δmax% 

 
- - 88.49% 0.88% 0 - 44.57% 0.008% 0 

 

و    بعدبی کمانشی    مقادیر ظرفیت بار  ( 5)   الی(  3)  هایر جدول د

ستونی با تغییرات )خطی، مکعبی و مرتبه    بعدبیفرکانس طبیعی  

. مشخص است که نتایج شده استچهارم( ممان اینرسی بررسی  

چنانچه بولی دارد.  قل پیشین تطابق قاب  هایتحقیق حاضر با    ةمقال

ای چبیشف مرتبه  ازای چندجمله در روش پیشنهادی مقادیر ویژه به 

و فرکانس    بعدبی کمانشی    مقادیر ظرفیت بار  ،یک محاسبه گردد

در  45و    %88حداکثر    بعدبیطبیعی   دارند.  که    صورتی  % خطا 

ازای  به   بعد بیعد و فرکانس طبیعی  کمانشی بی بُ   مقادیر ظرفیت بار

  درصد   03/0و    5/0مقدار خطا حداکثر به    ،جمله بررسی شوند  10

می  مقالکاهش  روش  مزیت  است    ة یابد.  این  سرعت  که  حاضر 

تر است.  های عددی دیگر بیش همگرایی پاسخ در مقایسه با روش 

)گیردار مسئله  مرزی  شرایط  ساده-همچنین   ساده، –ساده، 

تغییرمکان    ةصورت کلی در معادلساده( به –آزاد و گیردار- گیردار

رمکان عرضی بع تغییشود و نیازی به حدس تاعرضی اعمال می 

 صورت مجزا نیست.  به

و    ضریب طول مؤثرمقادیر  سنجی،   در بخشی دیگر از صحت 

ستونی با تغییرات )خطی، مکعبی و مرتبه    بعدبیفرکانس طبیعی  

اینرسی ممان  و    چهارم(  ریتز  روش  دو  به  حرارتی  تغییرات  با 

ضریب طول    شود. بدین منظور، مقادیرمحدود  بررسی می   یاجزا

طبیعی    مؤثر فرکانس  سری    بعدبیو  با  ریتز  روش  برای 

محدود    ی( و در روش اجزا10و    5و    1ای چبیشف ) جمله چند

 شود.  ( بررسی می 10و   6و   4)  ةازای تابع خانواده هرمیتی مرتببه
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β   (ریبا مقطع متغ  یستون یبرا بعدبی یعیفرکانس طب  و مؤثر طول  بیضر ریمقاد -6جدول   =   یحرارت راتیی( و تغ ینرسیا ممان  یخط راتیی)تغ  )0.1

 مختلف   یمرز طیبا شرا

مرزی  شرایط  

γ 

تغییرات 

 حرارتی 

FEM 

( محدود یاجزا )روش  تز یر روش   
FEM 

محدود(  ی)روش اجزا   
 روش ریتز 

K K ω̅ ω̅ 
N=4 N=6 N=10 N=1 N=5 N=10 N=4 N=6 N=10 N=1 N=5 N=10 

S-S 
0.1 0.935 1.031 1.031 0.934 1.031 1.031 10.905 9.821 9.818 10.909 9.818 9.818 
0.2 0.939 1.036 1.037 0.938 1.037 1.037 10.859 9.771 9.768 10.863 9.768 9.768 
0.4 0.947 1.047 1.048 0.946 1.048 1.048 10.766 9.669 9.666 10.770 9.666 9.666 

C-S 
0.1 0.597 0.718 0.719 0.597 0.719 0.719 20.323 15.505 15.490 20.323 15.490 15.490 
0.2 0.598 0.720 0.721 0.598 0.721 0.721 20.289 15.468 15.453 20.289 15.453 15.453 

0.4 0.601 0.723 0.725 0.600 0.725 0.725 20.220 15.394 15.379 20.221 15.379 15.379 

C-F 
0.1 2.061 2.072 2.072 1.892 2.072 2.072 3.577 3.565 3.565 4.478 3.565 3.565 

0.2 2.103 2.115 2.115 1.924 2.115 2.115 3.507 3.497 3.497 4.403 3.497 3.497 

0.4 2.197 2.210 2.210 1.995 2.210 2.210 3.364 3.356 3.356 4.247 3.356 3.356 

Δmax% 

 
- 17 % 0.27% - 17% 0 - 31% 0.09% - 31% 0 - 

β  (ریبا مقطع متغ  یستون یبرا بعدبی یعیفرکانس طب  و مؤثرطول   بیضر ریمقاد -7 جدول =   طیبا شرا یحرارت راتیی( و تغ ینرسیا  ممان یمکعب راتیی)تغ ) 0.1

   مختلف یمرز

 شرایط مرزی 

γ 

تغییرات 

 حرارتی 

FEM 

محدود(  ی)روش اجزا   روش ریتز  
FEM 

محدود(  ی)روش اجزا   
 روش ریتز 

K K ω̅ ω̅ 
N=4 N=6 N=10 N=1 N=5 N=10 N=4 N=6 N=10 N=1 N=5 N=10 

S-S 
0.1 0.988 1.088 1.088 0.983 1.088 1.088 10.332 9.317 9.315 10.373 9.315 9.315 
0.2 0.992 1.094 1.094 0.987 1.094 1.094 10.283 9.264 9.262 10.325 9.262 9.262 
0.4 1.002 1.107 1.107 0.997 1.107 1.107 10.186 9.157 9.154 10.227 9.154 9.154 

C-S 
0.1 0.645 0.758 0.758 0.645 0.758 0.758 18.817 14.821 14.810 18.817 14.810 14.810 
0.2 0.646 0.760 0.760 0.646 0.760 0.760 18.780 14.718 14.770 18.780 14.770 14.770 

0.4 0.649 0.764 0.765 0.649 0.765 0.765 18.707 14.703 14.619 18.707 14.619 14.619 

C-F 
0.1 2.124 2.141 2.141 1.992 2.141 2.141 3.495 3.490 3.490 4.253 3.490 3.490 

0.2 2.170 2.188 2.189 2.030 2.189 2.189 3.424 3.419 3.419 4.173 3.419 3.419 

0.4 2.274 2.294 2.294 2.114 2.294 2.294 3.275 3.272 3.272 4.008 3.272 3.272 

Δmax% 

 
- 15% 0.13% - 15% 0 - 27% 0.35% - 27% 0 - 

β  (ریبا مقطع متغ  یستون یبرا بعدبی یعیفرکانس طب  و مؤثر طول  بیضر ریمقاد -8جدول  =   راتییتغ و (ینرسی ا ممان چهارم مرتبه  راتیی)تغ ) 0.1

   مختلف یمرز طیبا شرا  یحرارت
 

 شرایط مرزی 

γ 

تغییرات 

 حرارتی 

FEM 

محدود(  ی)روش اجزا   روش ریتز  
FEM 

محدود(  ی)روش اجزا   
 روش ریتز 

K K ω̅ ω̅ 

N=4 N=6 N=10 N=1 N=5 N=10 N=4 N=6 N=10 N=1 N=5 N=10 

S-S 
0.1 1.016 1.117 1.117 1.007 1.117 1.117 10.316 9.312 9.310 10.385 9.310 9.310 
0.2 1.021 1.124 1.124 1.011 1.124 1.124 10.267 9.259 9.256 10.337 9.256 9.256 
0.4 1.031 1.137 1.137 1.021 1.137 1.137 10.169 9.151 9.149 10.240 9.149 9.149 

C-S 
0.1 0.670 0.778 0.779 0.670 0.779 0.779 18.713 14.926 14.916 18.713 14.916 14.916 
0.2 0.671 0.780 0.781 0.671 0.781 0.781 18.676 14.887 14.877 18.676 14.877 14.877 

0.4 0.674 0.785 0.785 0.674 0.785 0.785 18.603 14.809 14.799 18.603 14.799 14.799 

C-F 
0.1 2.153 2.174 2.174 2.040 2.174 2.174 3.610 3.606 3.606 4.337 3.606 3.606 

0.2 2.199 2.220 2.220 2.078 2.220 2.220 3.539 3.536 3.536 4.258 3.536 3.536 

0.4 2.298 2.323 2.323 2.160 2.323 2.323 3.393 3.391 3.391 4.095 3.391 3.391 

Δmax% 
 

- 14% 0.13% - 14% 0 - 26% 0.07% - 26% 0 - 

 

جدول  مقادیر    (8)  الی  (6)های  مطابق  که  است  مشخص 

  اجزای در دو روش    بعدبیو فرکانس طبیعی    ضریب طول مؤثر

هم  دقیقاً  ریتز  و  پاسخ  محدود  به  همگرایی  دارد. سرعت  خوانی 

دقیق در روش ریتز بالاتر است. در روش ریتز پارامترهای مذکور  

  که، در کند. درحالی قبولی میل می قابل دقت  جمله به 5ازای تنها به 
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  هرمیتی مرتبه دهم دقت مورد  ۀازای خانوادمحدود به   اجزایروش  

 شود. نظر حاصل می 

و   ثرؤ ضریب شیب مقطع بر ضریب طول مپارامتر  ثیر  أت  -2-3

  بعدبی فرکانس طبیعی 

در این بخش به بررسی ضریب شیب مقطع غیرمنشوری بر ضریب  

. بدین شودیمستون پرداخته    بعدبیو فرکانس طبیعی    مؤثرطول  

ستون   بعدبیو فرکانس طبیعی  مؤثرضریب طول تغییرات منظور، 

0مقادیری از ضریب شیب مقطع    یازابه  منشوریغیر < β < 0.9 

حرارتی   ضریب  γ  بعدبی و  = مرزی   0.5 شرایط  برای 

 .شودی مدوسرمفصلی  بررسی  
 

 
  ستون بی ش بیضر  حسب بر مؤثر طول راتییتغ -2 شکل

چهارم ممان   همرتب–یمکعب–یخط  راتیی)تغ  یمنشورر یغ یدوسرمفصل

γ  یحرارت  راتییتغ بیضر با( ینرسیا = 0.5 

 

شکل   برای    (2) مطابق  است  شیب   مشخص  ضریب  مقدار 

β = Kضریب طول مؤثر   0 = افزایش ضریب شیب است.   1.026

مقطع باعث افزایش ضریب طول مؤثر و کاهش ظرفیت بار بحرانی  

شود. برای حالت تغییرات مرتبه چهارم ممان اینرسی در  ستون می

بر حسب ضریب شیب شدیدتر   مؤثر  تغییرات طول  طول ستون 

طول و عرض  در تغییرات مرتبه چهارم ممان اینرسی،    زیرا  ؛است

زمان صورت هم به(  β)  بیعضو و با ش  یدر راستا  یلیمقطع مستط

 گردد.و باعث کاهش صلبیت خمشی ستون می  ابدی ی کاهش م

 
 ستون بی ش بیضر حسب بر بعد بی یعی طب فرکانس راتییتغ -3 شکل

چهارم ممان   همرتب–یمکعب–یخط  راتیی)تغ  یرمنشوریغ یدوسرمفصل

γ  یحرارت  راتییتغ بیضر با( ینرسیا = 0.5 

 

افزایش ضریب شیب مقطع مشخص است،    (3)مطابق شکل  

طبیعی   فرکانس  کاهش  می   بعدبی باعث  حالت  ستون  در  شود. 

زمان  تغییرات مرتبه چهارم ممان اینرسی، طول و عرض مقطع هم 

می  تغییر  مشخصی  شیب  ابعادبا  کاهش  با  صلبیت    ،کند.  مقدار 

می  کاهش  نیز  غیرمنشوری  ستون  بین  خمشی  طرفی،  از  یابد. 

رابط خمشی  صلبیت  و  طبیعی  با   ةفرکانس  دارد.  وجود  مستقیم 

یابد. کاهش صلبیت خمشی مقدار فرکانس طبیعی نیز کاهش می

در نتیجه کاهش فرکانس طبیعی برای تغییرات مرتبه چهارم ممان  

مکعبی غیرمنشوری و ستون – اینرسی در مقایسه با تغییرات خطی

 گیرتر است. منشوری چشم 

حرارتیثیر  أت  -3-3 تغییرات  ضریب  طول    پارامتر  ضریب  بر 

  بعدبی و فرکانس طبیعی  ثرؤم

بر ضریب طول    تغییرات حرارتیدر این بخش به بررسی ضریب  

. بدین منظور،  شودی مستون پرداخته    بعد بی و فرکانس طبیعی    مؤثر

طول  تغییرات   طبیعی    مؤثرضریب  فرکانس  ستون   بعدبیو 

منشوری  غیرمنشوری از    یازابه   و  تغییرات  مقادیری  ضریب 

0حرارتی   < γ < βشیب مقطع   و 0.9 = برای شرایط مرزی   0.5

 . شودی مدوسرمفصلی بررسی 
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  راتییتغ   بیضر حسب  بر  مؤثرطول   بیضر راتییتغ -4 شکل

  همرتب –یمکعب–یخط راتیی)تغ   یرمنشوری غ یدوسرمفصل ستون یحرارت

β( و ینرسیچهارم ممان ا = 0.5 

 

شکل   است،    ( 4)مطابق  تغییرات  مشخص  ضریب  افزایش 

بار   ظرفیت  کاهش  و  مؤثر  طول  ضریب  افزایش  باعث  حرارتی 

شود. در واقع افزایش ضریب تغییرات حرارتی  بحرانی ستون می

می ستون  خمشی  صلبیت  کاهش  افزایش سبب  همچنین  شود. 

برای   حرارتی  تغییرات  ضریب  حسب  بر  مؤثر  طول  تغییرات 

های دیگر تغییرات مرتبه چهارم ممان اینرسی در مقایسه با حالت

نیز   منشوری  برای ستون  مؤثر  تغییرات طول  نیز مشهودتر است. 

 تر است. ناپایداری حرارتی مقاوم  برابردر  کندتر است و

 
  راتییتغ بیبر حسب ضر بعد بی یعی طب فرکانس راتییتغ -5 شکل

مرتبه  –یمکعب–یخط راتیی)تغ   یمنشورری غ یستون دوسرمفصل یحرارت

β( و ینرسیچهارم ممان ا = 0.5 

افزایش ضریب تغییرات حرارتی  مشخص است،    ( 5) مطابق شکل  

شود. در واقع افزایش ضریب  باعث کاهش فرکانس طبیعی ستون می 

کاهش صلبیت خمشی   سبب  می تغییرات حرارتی  با  ستون  و  شود 

مستقیم بین فرکانس طبیعی و صلبیت خمشی،    ة به وجود رابط توجه  

کاهش   نیز  ستون  طبیعی  فرکانس  مقدار  خمشی  صلبیت  کاهش  با 

چهارم ممان اینرسی    ه یابد. صلبیت خمشی ستون با تغییرات مرتب می 

تر است. به همین دلیل  مکعبی کوچک – در مقایسه با تغییرات خطی 

تغییرات فرکانس طبیعی بر حسب ضریب تغییرات حرارتی برای  شیب  

تندتر   با موارد دیگر  اینرسی در مقایسه  تغییرات مرتبه چهارم ممان 

شود. همچنین تغییرات فرکانس طبیعی بر حسب تغییرات حرارتی  می 

 در ستون منشوری شیب کندتری دارد. 

زمان ضریب شیب مقطع و تغییرات حرارتی بر  ثیر همأت  -4-3

 ثر  ؤ ضریب طول م

اثر   بررسی  به  بخش  این  مقطع    زمانهم در  شیب  ضریب 

طول   ضریب  بر  حرارتی  تغییرات  و  ستون    مؤثرغیرمنشوری 

طول  شودی مپرداخته   ضریب  منظور،  بدین  ستون    مؤثر. 

0مقادیری از ضریب شیب مقطع    یازابه غیرمنشوری  < β < 0.9  

حرارتی   ضریب  0  بعدبی و  < γ < مرزی    ی ازابه 0.9 شرایط 

برای  شودیممحاسبه   طول    کارگیریبه .  تغییرات  بر    مؤثرنتایج، 

حنی من  صورت به حسب تغییرات حرارتی و ضریب شیب مقطع  

داده  هم  نمایش  جمله    یپارامترهاتمامی  .  شودی متراز  از  معادله 

و ضریب  (  β) و ضریب شیب مقطع  (  γ) ضریب تغییرات حرارتی 

هستند. نتایج این تحقیق قابلیت  بعدبی   یپارامترها(  K)  مؤثرطول  

مهندسان   و  دارد  برای  هم   ینمودارهااز    توانندی متعمیم  تراز 

 با تغییرات حرارتی استفاده کنند.  یرمنشور یغ یهاستونطراحی 
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  راتیی تغ ی با منشورریغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -6 شکل

  راتییتغ بیمقطع و ضر بیحسب ش بر  (Case I) ینرسیا ممانخطی 

 (S-S) دوسرسادهبرای شرایط مرزی   یحرارت

 

طول  (  6)شکل  در   و    مؤثر تغییرات  شیب  برحسب ضریب 
. مطابق شکل مشخص  شودیم ضریب تغییرات حرارتی نشان داده  
و تغییرات ممان اینرسی   (S-S)است اگر شرایط مرزی دوسرساده  

افزایش شیب مقطع و   ،خطی فرض شود صورتبه در طول ستون 
.  گرددی م  مؤثر ضریب تغییرات حرارتی باعث افزایش ضریب طول  

طول    (26)  رابطة  به  توجها  ب ضریب  افزایش  ظرفیت    مؤثربا 
ستون   مؤثرتغییرات طول    نةیشیب.  ابدی ی می ستون کاهش  بارکمانش

دو سرساده بر حسب ضریب تغییرات حرارتی  و شیب مقطع در  
است. مشخص است که با افزایش ضریب بار    4/1این حالت برابر  

کاهش   الاستیک  ستون  شیب، سختی خمشی  و ضریب  حرارتی 
 . ابدی یم

 
  راتیی تغ ی با منشورریغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -7 شکل

  راتییتغ بیمقطع و ضر بیبر حسب ش (Case II) ینرسیا  ممانمکعبی 

 (S-S) دوسرسادهبرای شرایط مرزی   یحرارت

 

طول  (  7)شکل  در   و    مؤثر تغییرات  شیب  برحسب ضریب 

برای ستون دوسرساده با تغییرات مکعبی    ضریب تغییرات حرارتی

، افزایش شیب  مطابق حالت قبل.  شده استنشان داده    ممان اینرسی

  مؤثر مقطع و ضریب تغییرات حرارتی باعث افزایش ضریب طول 

بر حسب ضریب تغییرات حرارتی و    مؤثرطول    نةیشیب.  گرددیم

 است.  83/3مکعبی برابر   حالت شیب مقطع در 

 
  راتیی تغ ی با منشورریغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -8 شکل

  بیمقطع و ضر  بیبر حسب ش  (Case III) ینرسی ا ممان مرتبه چهارم

  (S-S) دوسرسادهبرای شرایط مرزی  یحرارت راتییتغ

 

طول  (  8) شکل  در   و    مؤثر تغییرات  شیب  ضریب  برحسب 

مرتبه   تغییرات  با  دوسرساده  برای ستون  تغییرات حرارتی  ضریب 

داده   اینرسی نشان  ممان  است چهارم  قبل .  شده  ،  مطابق دو حالت 

افزایش شیب مقطع و ضریب تغییرات حرارتی باعث افزایش ضریب 

تغییرات    مؤثر طول    نة ی ش ی ب .  گردد ی م   مؤثر طول   بر حسب ضریب 

برابر   این حالت    است. تغییرات   43/ 57حرارتی و شیب مقطع در 

های دیگر برای تغییرات مرتبه چهارم در مقایسه با حالت   ثر ؤ طول م 

چهارم،   ه مرتب برای تغییرات خطی ممان اینرسی    زیرا است.    تر ی بحران 

در   زمان هم طور  طور خطی با شیب یکسان و به پهنا و ضخامت به 

تغییر   مقطع  طول  خمشی ب ی ترت  ن ی ا  به.  د کن ی م امتداد  صلبیت   ،

چهارم ممان اینرسی در مقایسه با تغییرات مکعبی و    ه مرتب تغییرات  

 .شود ی م   تر کوچک خطی ممان اینرسی  
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  راتیی تغ ی با منشورریغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -9 شکل

  راتییتغ بیمقطع و ضر بیبر حسب ش  (Case I) ینرسیا ممانخطی 

 (C-S) ساده-برای شرایط مرزی گیردار  یحرارت

 

شکل    طول  (  9)در  و    مؤثر تغییرات  شیب  برحسب ضریب 

ساده با تغییرات خطی  -ضریب تغییرات حرارتی برای ستون گیردار

داده   اینرسی نشان  بر حسب    مؤثرطول    نةیشیب.  شده استممان 

  98/0خطی برابر    حالت ضریب تغییرات حرارتی و شیب مقطع در  

 . است
 

 
  راتیی تغ ی با منشورر یغ کی الاست  یطول مؤثر ستون راتییتغ -10 شکل

  راتییتغ بیمقطع و ضر بیبر حسب ش (Case II) ینرسیا  ممانمکعبی 

 (C-S) ساده–برای شرایط مرزی گیردار  یحرارت

 

برحسب ضریب شیب و    مؤثرتغییرات طول  (  10)در شکل  

گیردار ستون  برای  حرارتی  تغییرات  تغییرات  -ضریب  با  ساده 

داده   اینرسی نشان  ممان  بر    مؤثرطول    نةیشیب.  شده استمکعبی 

مکعبی   حالت حسب ضریب تغییرات حرارتی و شیب مقطع در  

 . است  2/ 33برابر  

 
  راتیی تغ ی با منشورر یغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -11 شکل

  بیمقطع و ضر  بیبر حسب ش  (Case III) ینرسی ا ممان مرتبه چهارم

  (C-S) ساده-برای شرایط مرزی گیردار یحرارت راتییتغ

 
برحسب ضریب شیب و    مؤثرتغییرات طول  (  11)در شکل   

 ساده با تغییرات مرتبه-ضریب تغییرات حرارتی برای ستون گیردار
داده   نشان  اینرسی  ممان  استچهارم  بر    مؤثر طول    نةیشیب.  شده 

برابر   حالت حسب ضریب تغییرات حرارتی و شیب مقطع در این 
تمامی حالت   .است   7/3 مرزی دوسرساده در  های  مطابق شرایط 
اینرسیت ممان  تغییرات  غییرات  ضریب  و  مقطع  شیب  افزایش   ،

 . گرددی م مؤثرحرارتی باعث افزایش ضریب طول  

 
  راتیی تغ ی با منشورر یغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -12 شکل

  راتییتغ بیمقطع و ضر بیبر حسب ش  (Case I) ینرسیا ممانخطی 

 (C-F)آزاد  -ربرای شرایط مرزی گیردا  یحرارت
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برحسب ضریب شیب و    مؤثرتغییرات طول  (  12)در شکل  
آزاد با تغییرات خطی  -ضریب تغییرات حرارتی برای ستون گیردار

داده   نشان  اینرسی  است ممان  بر حسب    مؤثرطول    نةیشیب.  شئه 
این   مقطع در  تغییرات حرارتی و شیب    7/2برابر    حالت ضریب 

 . است

 
  راتیی تغ ی با منشورر یغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -13 شکل

  راتییتغ بیمقطع و ضر بیبر حسب ش (Case II) ینرسیا  ممانمکعبی 

 (C-F)آزاد  -برای شرایط مرزی گیردار  یحرارت

 

برحسب ضریب شیب و    مؤثرتغییرات طول  (  13)در شکل   
گیردار ستون  برای  حرارتی  تغییرات  تغییرات  -ضریب  با  آزاد 

داده   اینرسی نشان  ممان  بر    مؤثرطول    نةیشیب.  شده استمکعبی 
برابر   حالت حسب ضریب تغییرات حرارتی و شیب مقطع در این 

 . است  97/5
 

 
  راتیی تغ ی با منشورر یغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتیی تغ  -14شکل

  بیمقطع و ضر  بیبر حسب ش  (Case III) ینرسی ا ممانمرتبه چهارم 

 ( C-F)آزاد -برای شرایط مرزی گیردار یحرارت راتییتغ

برحسب ضریب شیب و    مؤثرتغییرات طول  (  14)در شکل   
آزاد با تغییرات مرتبه  -ضریب تغییرات حرارتی برای ستون گیردار

داده   نشان  اینرسی  ممان  استچهارم  بر    مؤثر طول    نةیشیب.  شده 
برابر   حالت حسب ضریب تغییرات حرارتی و شیب مقطع در این 

گیردار  .است   83/12 مرزی  شرایط  تمامی  -مطابق  در  ساده 
های تغییرات ممان اینرسی، افزایش شیب مقطع و ضریب حالت 

 .گرددی م  مؤثرتغییرات حرارتی باعث افزایش ضریب طول  

  راتیی تغ ی با منشورر یغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -15 شکل

  راتییتغ بیمقطع و ضر بیبر حسب ش  (Case I) ینرسیا ممانخطی 

 ( C-C)گیردار -ربرای شرایط مرزی گیردا  یحرارت

 

برحسب ضریب شیب و    مؤثرتغییرات طول  (  15)در شکل   
گیردار ستون  برای  حرارتی  تغییرات  تغییرات  -ضریب  با  گیردار 

داده   نشان  اینرسی  ممان  استخطی  بر    مؤثرطول    نةیشیب.  شده 
برابر   حالت حسب ضریب تغییرات حرارتی و شیب مقطع در این 

 . است  7/0
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  راتیی تغ ی با منشورر یغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -16 شکل

  راتییتغ بیمقطع و ضر بیبر حسب ش (Case II) ینرسیا  ممانمکعبی 

 ( C-C)گیردار -ربرای شرایط مرزی گیردا  یحرارت

 

برحسب ضریب شیب و    مؤثرتغییرات طول  (  16)در شکل   

گیردار ستون  برای  حرارتی  تغییرات  تغییرات  -ضریب  با  گیردار 

داده   اینرسی نشان  ممان  بر    مؤثرطول    نةیشیب.  شده استمکعبی 

برابر   حالت حسب ضریب تغییرات حرارتی و شیب مقطع در این 

 . است  63/1
 

  راتیی تغ ی با منشورر یغ کی الاست یطول مؤثر ستون راتییتغ  -17 شکل

  بیمقطع و ضر  بیبر حسب ش  (Case III) ینرسی ا ممان رتبه چهارمم

 (C-C)گیردار -ربرای شرایط مرزی گیردا یحرارت راتییتغ

 

برحسب ضریب شیب و    مؤثرتغییرات طول  (  17)در شکل   

گیردار ستون  برای  حرارتی  تغییرات  تغییرات  -ضریب  با  گیردار 

  مؤثر طول  نةیشیب. شده استمرتبه چهارم ممان اینرسی نشان داده 

 حالت بر حسب ضریب تغییرات حرارتی و شیب مقطع در این  

گیردار.  است  60/2برابر   مرزی  شرایط  تمامی  -مطابق  در  آزاد 

افزایش شیب حالت  ستون،  طول  در  اینرسی  ممان  تغییرات  های 

  مؤثر مقطع و ضریب تغییرات حرارتی باعث افزایش ضریب طول 

تمامی  همچنین    .گرددیم مختلف،  هاحالت در  مرزی  شرایط  ی 

تغییرات   اینرسی  همرتببرای  ممان    ن ی تریبحرانستون    ،چهارم 

 وضعیت را دارد. 

بر    زمانهم  ری تأث-5-3 ضریب شیب مقطع و تغییرات حرارتی 

 بعدبی فرکانس طبیعی 

بررس  نی ا  در به  هم   یبخش  شاثر  مقطع  (  𝛃) مقطع    بیزمان 
 ( 𝛚̅)   بعدبی  یعیبر فرکانس طب(  𝛄)   یحرارت  راتییتغ  و  یمنشورریغ

  مؤثر طول    بی منظور، ضر  نی . بدشودیپرداخته م  کیالاست  یستون
𝟎    مقطع  بیش  بی ضر  یازابه   یمنشورریغ  ستون < 𝛃 < 𝟎. و  𝟗
𝟎  بعدبی   ی حرارت  بی ضر < 𝛄 < 𝟎.   ی مرز   طی شرا  یازابه 𝟗
 ، یدر محاسبات مهندس  جی کاربرد نتا  یبرا.  شودیم  محاسبه  لفمخت
طب  راتییتغ   و  ی حرارت  راتییتغ  حسب  بر   بعد بی   یعیفرکانس 
 .شودی م داده شی نما ترازهم  یمنحن  صورتبه  مقطع بیش بی ضر

 
  یمنشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -18شکل 

مقطع و    بیبر حسب ش  (Case I) ینرسیا ممانخطی  راتیی تغ با 

 ( S-S) دوسرسادهبرای شرایط مرزی  یحرارت راتییتغ  بیضر

 

شکل   طبیعی    (18) در  فرکانس  برحسب    بعدبیتغییرات 
داده   نشان  حرارتی  تغییرات  و ضریب  مقطع  شیب  شده  ضریب 

ی الاستیک با شرایط  منشورریغ. مطابق شکل  برای ستونی  است
دو تغییرات  (S-S)  سرسادهمرزی  و ضریب  مقطع  شیب  افزایش   ،

طبیعی   فرکانس  کاهش  سبب    محدودۀ .  شودی م  بعدبیحرارتی 
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برای تغییرات خطی ممان اینرسی    بعدبیتغییرات فرکانس طبیعی  
 ( است.  9/ 87- 16/9در طول ستون برابر ) 

ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -19شکل 

مقطع و   بی بر حسب ش (Case II) ینرسی ا ممانمکعبی  راتیی تغ با 

 ( S-S) دوسرسادهی برای شرایط مرزی حرارت راتییتغ  بیضر

 

شکل   طبیعی    (19) در  فرکانس  برحسب    بعدبیتغییرات 
ستون   برای  حرارتی  تغییرات  ضریب  و  مقطع  شیب  ضریب 

 .شده است  دوسرساده با تغییرات مکعبی ممان اینرسی نشان داده
در این حالت نیز افزایش شیب مقطع و ضریب تغییرات حرارتی  

طبیعی   فرکانس  کاهش  تغییرات    محدودۀ.  شودیم  بعد بیسبب 
برای تغییرات مکعبی ممان اینرسی در طول    بعدبی فرکانس طبیعی  
 ( است.  87/9- 84/3ستون برابر ) 

 

ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -20شکل 

  بی بر حسب ش (Case III)  ینرسیا ممانی چهارم  مرتبه راتیی تغ با 

 ( S-S) ساده دوسری برای شرایط مرزی حرارت  راتییتغ بیمقطع و ضر

شکل   طبیعی    (20) در  فرکانس  برحسب    بعدبیتغییرات 
ستون   برای  حرارتی  تغییرات  ضریب  و  مقطع  شیب  ضریب 

شده  دوسرساده با تغییرات مرتبه چهارم ممان اینرسی نشان داده  
همانند تغییرات خطی و مکعبی، در این حالت نیز افزایش .  است

فرکانس  کاهش  سبب  حرارتی  تغییرات  ضریب  و  مقطع  شیب 
طبیعی    محدودۀ.  شودی م  بعد بیطبیعی   فرکانس    بعد بی تغییرات 

برابر  ستون  طول  در  اینرسی  ممان  مکعبی  تغییرات   برای 
برای تغییرات    بعدبی( است. تغییرات فرکانس طبیعی  0-87/9/ 63)

سختی خمشی ستون   ؛ زیراچهارم ممان اینرسی شدیدتر است  همرتب
. از طرفی افزایش ضریب تغییرات حرارتی  د ترین مقدار را دارکم 
 سختی خمشی ستون است.  ۀیک عامل کاهند عنوانبهنیز 

 

ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -21شکل 

  بیمقطع و ضر  بیبر حسب ش  (Case I) ینرسیا ممانخطی  راتیی تغ با 

 (C-S) ساده-ی برای شرایط مرزی گیردارحرارت راتییتغ

 

ستونی  (  21)   شکلمطابق   تغییرات خطی منشورر یغبرای    ی 
، افزایش شیب مقطع  (C-S)  ساده-الاستیک با شرایط مرزی گیردار 

  عنوانبه عامل افزاینده و افزایش ضریب تغییرات حرارتی  عنوانبه
کاهند طبیعی    ۀ عامل   محدودۀ.  شودی متلقی    بعدبی فرکانس 

برای تغییرات خطی ممان اینرسی    بعدبیتغییرات فرکانس طبیعی  
 است. ( 50/16–04/15)  در طول ستون برابر
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  ریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -22شکل 

  بی بر حسب ش (Case II) ی نرسیا ممانمکعبی  راتیی تغ ی با منشور

 ساد  -گیرداری برای شرایط مرزی حرارت  راتییتغ بیمقطع و ضر
 (C-S) 

 

برای تغییرات مکعبی ممان اینرسی، افزایش  (  22) مطابق شکل  
طبیعی   فرکانس  کاهش  سبب  حرارتی  تغییرات  ضریب  و  شیب 

طبیعی    محدودۀ.  شودی م  بعدبی فرکانس  برای    بعدبیتغییرات 
(  42/15- 9/ 09تغییرات مکعبی ممان اینرسی در طول ستون برابر ) 

 است. 
 

 
ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -23شکل 

مقطع   بی بر حسب ش (Case III) ینرسیا ممانمرتبه چهارم  راتیی تغ با 

 (C-S) ساده-ی برای شرایط مرزی گیردارحرارت  راتییتغ بیو ضر

 

نیز    چهارم ممان اینرسی  ه مرتببرای تغییرات  (  23) مطابق شکل  
فرکانس   کاهش  سبب  حرارتی  تغییرات  و ضریب  افزایش شیب 

طبیعی    محدودۀ.  شودی م  بعد بیطبیعی   فرکانس    بعد بی تغییرات 

تغییرات   برابر    مرتبةبرای  ستون  طول  در  اینرسی  ممان  چهارم 
 ( است. 42/15– 10/ 20)

 

ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -24شکل 

  بیمقطع و ضر  بیبر حسب ش  (Case I) ینرسیا ممانخطی  راتیی تغ با 

 ( C-F) آزاد-ی برای شرایط مرزی گیردارحرارت راتییتغ

 

ستونی    (24) مطابق شکل   تغییرات خطی  منشورر یغبرای  ی 
 عنوان به، افزایش شیب  (C-F)  آزاد-الاستیک با شرایط مرزی گیردار

تغییرات حرارتی   افزایش ضریب  و  افزاینده  عامل    عنوانبه عامل 
طبیعی    ۀکاهند تغییرات    محدودۀ.  شودیمتلقی    بعدبیفرکانس 

ممان اینرسی در طول    برای تغییرات خطی  بعدبیفرکانس طبیعی  
 ( است. 07/6– 75/2)  ستون برابر

 
ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -25شکل 

مقطع و   بی بر حسب ش (Case II) ینرسی ا ممانمکعبی  راتیی تغ با 

 (C-F) آزاد- ی برای شرایط مرزی گیردارحرارت راتییتغ  بیضر
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ی تغییرات مکعبی منشورریغبرای ستونی    (25) مطابق شکل  
 عنوان به، افزایش شیب  (C-F)  آزاد-الاستیک با شرایط مرزی گیردار

تغییرات حرارتی   افزایش ضریب  و  افزاینده  عامل    عنوانبه عامل 
طبیعی    ۀکاهند تغییرات    محدودۀ.  شودیمتلقی    بعدبیفرکانس 

برای تغییرات مکعبی ممان اینرسی در طول    بعدبی فرکانس طبیعی  
 است.  ( 29/4– 75/2)  ستون برابر

 
ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -26شکل 

مقطع   بی بر حسب ش (Case III) ینرسیا ممانچهارم  مرتبه راتیی تغ با 

 (C-F) آزاد-ی برای شرایط مرزی گیردارحرارت  راتییتغ بیو ضر

 

شکل   ستونی    (26) مطابق  مرتبه  منشورریغبرای  تغییرات  ی 
گیردار مرزی  شرایط  با  الاستیک  دو    (C-F)  آزاد- چهارم  همانند 

عامل افزاینده و افزایش ضریب   عنوانبه افزایش شیب  حالت قبل،
تلقی    بعدبی فرکانس طبیعی    ۀعامل کاهند   عنوانبه تغییرات حرارتی  

طبیعی    محدودۀ.  شودیم فرکانس  تغییرات    بعدبیتغییرات  برای 
 ( است. 20/7-84/2چهارم ممان اینرسی در طول ستون برابر )   همرتب

 

 

ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -27شکل 

  بیمقطع و ضر  بیبر حسب ش ( Case I) ینرسیا ممان خطی راتیی تغ با 

 ( C-C) گیردار-ی برای شرایط مرزی گیردارحرارت راتییتغ

 

ستونی    (27) مطابق شکل   تغییرات خطی  منشورر یغبرای  ی 
مرزی گیردار با شرایط  افزایش شیب و (C-C)  گیردار-الاستیک   ،

حرارتی   تغییرات  کاهند  عنوانبه افزایش ضریب  فرکانس   ۀعامل 
طبیعی   محدودۀ.  شودی متلقی    بعدبیطبیعی   فرکانس  تغییرات 

برابر    بعدبی ستون  طول  در  اینرسی  ممان  خطی  تغییرات  برای 
 ( است.  21-37/22/ 19)

 
ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -28شکل 

مقطع و   بی بر حسب ش( Case II) ینرسی ا ممان کعبیم راتیی تغ با 

 (C-C) گیردار-ی برای شرایط مرزی گیردارحرارت راتییتغ  بیضر
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ی تغییرات مکعبی منشورریغبرای ستونی    (28) مطابق شکل   
مرزی گیردار با شرایط  افزایش شیب و (C-C)  گیردار-الاستیک   ،

حرارتی   تغییرات  کاهند  عنوانبه افزایش ضریب  فرکانس   ۀعامل 
طبیعی   محدودۀ.  شودی متلقی    بعدبیطبیعی   فرکانس  تغییرات 

برابر   بعدبی ستون  طول  در  اینرسی  ممان  مکعبی  تغییرات  برای 
 ( است.  11-37/22/ 29)

 

ی  منشورریغ  کیالاست  یستون بعدبی  یعیفرکانس طب  راتییتغ  -29شکل 

مقطع   بی بر حسب ش (Case III) ینرسیا ممانمرتبه چهارم  راتیی تغ با 

 (C-C) گیردار-ی برای شرایط مرزی گیردارحرارت  راتییتغ بیو ضر

 

شکل   ستونی    (29) مطابق  تغییرات  منشورریغبرای    همرتبی 
همانند دو    (C-C)  گیردار-رچهارم الاستیک با شرایط مرزی گیردا

قبل، حرارتی    حالت  تغییرات  ضریب  افزایش  و  شیب  افزایش 
  محدودۀ.  شودی متلقی    بعدبیفرکانس طبیعی    ۀعامل کاهند  عنوانبه

چهارم ممان    همرتببرای تغییرات    بعدبی تغییرات فرکانس طبیعی  
( است. بدیهی است  37/22-83/11اینرسی در طول ستون برابر ) 

ی و تغییرات ممان اینرسی در طول  گاهه یتککه نوع شرایط مرزی  
 است.   اثرگذار بعدبیستون بر افزایش یا کاهش فرکانس طبیعی 

تحقیق حاضر صرفاً مطالع  در  پرداخت  ةبه  ارتجاعی    هکمانش 
ذکر است؛ غیرارتجاعی موارد زیر قابلدر بحث کمانش  .  شودمی

، برای کمانش است  اشاره شده  [21  و  20]  طور که در مراجع  همان 
لنگر خمشی   بار متمرکز،  یک ستون منشوری دوسرمفصل تحت 

در صورت   کهدرحالی دهد، ناشی از کمانش در میان ستون رخ می
تکیه  )نزدیک  در     Aگاه  افزودن مصالح در قسمت تحتانی ستون 

شده و نیز مقطع بحرانی کمانش  بار کمانشی افزوده ( به(1)شکل 
مقاطع کوچک به سمت  تکیهستون  )به سمت  ( حرکت Bگاه  تر 
  آمده  1شانلیطور که در مطالعات  خواهد کرد؛ از سوی دیگر، همان 

 
1 Shanley 

اسمی  [22]  است فشاری  تنش  برابر  در  مماسی  مدول    ، نمودار 
ازای افزایش تنش فشاری فراتر از حد  روندی نزولی دارد، یعنی به 

مدول  دیگر  عبارت  شود، به تسلیم، از میزان مدول مماسی کاسته می
به  لحظه  هر  در  و  مماسی  بوده  متغیر  ماده،  غیرخطی  رفتار  دلیل 

ة از یک مدول الاستیسیتبار بحرانی کمانش    ةتوان برای محاسبنمی

مدول الاستیسیته باید   ةدر نتیجه برای محاسب  .ثابت استفاده نمود
تنش منحنی  بر  مماس  تنش، شیب خط  هر سطح  را -در  کرنش 

الاستیسیت مدول  آن  به  که  نمود  یا  ةمحاسبه  )تانژانتی(   مماسی 

(tE)  های منشوری، با کاهش  در ستونشود. از سوی دیگر  گفته می
ه کمانش الاستیک( را نسبت لاغری، افزایش بار بحرانی )نسبت ب

اثر نرخ تغییرات لاغری بر افزایش بار بحرانی، در    شاهد هستیم و 
کمانش   در  مماسی  مدول  کاهش  نرخ  بیشغیربرابر  تر ارتجاعی 

ستون   .است بحرانیدر  بار  متمرکز،  بار  تحت  غیرمنشوری    های 
کم   منجر تنش  عرضی به  مقاطع  با  نواحی  در  تسلیم  حد  از  تر 
فراتر از حد تسلیم ( و تنش نزدیک و یا  Aگاه  تر )نزدیک تکیهبزرگ 

( خواهد  Bگاه  تر )نزدیک تکیه در نواحی با مقاطع عرضی کوچک 
ستون نیست؛    ةشد، یعنی موضع کمانش غیرارتجاعی دیگر در میان

تعیین بار کمانشی غیرارتجاعی مستلزم تعیین موضع دقیق مقطع 
ستون   ارتجاعی  و  غیرارتجاعی  نواحی  و  کمانش  بحرانی 

های دیگر نظیر  غیرمنشوری است. بدین منظور لازم است از تکنیک 
تابع تخمین تغییرات مدول مماسی بر حسب تنش در مقطع    ة ارائ

در    Eو نیز بر حسب مختصات مقاطع عرضی متغیر ستون )یعنی  
به   (1) فرمول   نیز   E(x,σ)  صورتمتغیری  و  شد(،  خواهد 
تر در طی  تر ستون غیرمنشوری به قطعات کوچک بندی بیشتقسیم 
رو، پرداختن به این موضوع  سعی و خطا، بهره گرفت، از اینروند  

مطالب این مقاله بوده و نویسندگان در نظر دارند   ۀفراتر از گستر
کمانش غیرارتجاعی ستون غیرمنشوری   ةدر پژوهش آتی به مسئل

   تحت تغییرات دما بپردازند.

 مثال -6-3

با  د ستون یک(  30)  مطابق شکل ه  کای  ماهیچه   جانوسرمفصل 

رد  ار درا ی قپایدارشی و  تعال ارلیت تحتحن دارد و  متقار  رخیمن

گرفد نظر  استتر  شده    مشخصات   با  ستون  شودیم   فرض  .ه 

ΔT  ییدما  تغییرات  تحت (  9)  جدول   یکی زیف = 70(c) گرفته قرار  

 .  است
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و   یتحت بارمحور یدوسرمفصل یرمنشوریستون غ  -30شکل 

 یحرارت راتییتغ

 

 
 

درنقاط   یدوسرمفصل یرمنشوری غ ستون یعرض مقطع -31 شکل

 ییو انتها ییابتدا

 

 در  یخط صورتبه  رمدنظ  ستون بال طول (31)مطابق شکل  

 به    (Section A)  نییپا سمت یانتها در متری لیم  180ل تیر از  طو

در  متی لیم 90 دانتهار    ر ییتغ  5/0  ب یش  با(  Section B)  گری ی 

 .ماندی م یباق ثابت ضول عون در طتفاع جا، ارکهی درحال کند؛یم

ثر و فرکانس طبیعی ستون مورد نظر به  ؤپارامترهای ضریب طول م 

 ند. شواین صورت تعیین می 

افزایش می دما،  افزایش  با  انبساط حرارتی  تابع ضریب  یابد. 

مرجع در  پیشنهادشده  محاسب[  23]  خطی  انبساط    ةبرای  ضریب 

 حرارتی به شرح زیر است.  

(27 ) α(T) = (11.4 + 0.01T) × 10−6

= 0.0000121 K 
 

 

 

 

 

 

 

 ستون  مشخصات -9 جدول

L طول ستون  = 8𝑚 

β ضریب بازشوندگی  = 0.5 

تر در ابتدای سطح مقطع بزرگ

 عضو
A0 = 0.0092 m2 

تر در ابتدای  بزرگ ممان اینرسی

 عضو
I0 = 0.0006824 m4 

Es فولاد  ةالاستیسیت مدول  = 210 GPa 

ρs (ST52) جرم مخصوص فولاد = 7850
kg

m3
 

α ضریب انبساط حرارتی  = 0.0000121 K 

 

جدول   اطلاعات  از  استفاده  ضریب    ( 9)با  پارامتر  مقدار 

 شود. تغییرات حرارتی به این صورت محاسبه می
 

(28 ) 

 
γ =

αTA0L2

I0
=

0.0000121 × 70 × 0.0092 × 82

0.0006824
 

γ = 0.73 

βمقطع    بیش  یپارامترها   از  استفاده  با  ،یبعد  گام  در = 0.5 

γ  یحرارت  راتییتغ  بی و ضر = نتا 0.73 و  (  6)  یشکل ها  جی و 

ثر  ؤم  طول  بی مقدار ضر  ،یسرمفصلحالت اول ستون دو  یبرا  (18)

 شود. ی م تعیین بعدبی یعیو فرکانس طب

(29 ) K = 1.212 
ω̅ = 9.454 

با استفاده از پارامترهای ضریب طول مؤثر و فرکانس طبیعی 

، مقادیر ظرفیت بار بحرانی و فرکانس طبیعی ستون محاسبه  بعدبی

 شود. می

 

(30 ) 

 
 

ω = ω̅√
EI0

ρA0L4
 

ω = 9.454 × √
210 × 109 × 0.000686

7850 × 0.0092 × 84

= 208.08 Hz 
 

(31 ) 

 
 

Pcr =
π2EI0

(KL)2 =
π2 × 210 × 109 × 0.000686

1.2122 × 82

= 15044.03KN 

  ، بعد بی   ی ع ی طب   فرکانس   و مؤثر    طول   ب ی ضر   ی پارامترها   ر ی مقاد 

.  شد   محاسبه   آن   با   متناظر   ی ع ی طب   فرکانس   و   ی بحران   بار   ت ی ظرف 

بدون    ی بار بحران   ت ی مؤثر و ظرف طول    ب ی مقدار ضر   ذکر است شایان 

تغ  Kبرابر    ب ی ترت به   ی حرارت   رات یی احتساب  =  و  1
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 Pcr = 22215.86 KN    لحاظ    با مقدار طول مؤثر    که ی است. درحال

K  برابر   ی حرارت   رات یی تغ   اثر  = Pcrو   1.212 = 15044.03 KN  

  تی ظرف %    32به میزان    تواند ی م   ی حرارت   رات یی تغ . مشخص است  است 

 نظر را کاهش دهد.   مورد   ستون   ی بحران   بار 

  یریگجهینت -4
حاضر، بر مبنای روش عددی ریتز پایداری و ارتعاشات    مقالةدر  

د   ینشورمریغستونی   بررسی شد.  تغییرات حرارتی  گام  تحت  ر 
معادل استخراج    ةاول،  همیلتون  روش  از  استفاده  با  دیفرانسیل 

دیفرانسیل حاکم نوشته    ةگردید. در گام بعدی، شکل ضعیف معادل
تابع تغییرمکان عرضی    عنوانبهسری چبیشف    یاچند جمله شد. از  

و   شده  استفاده  وزن  تابع  سختی هاسی ماترو  مصالح،  سختی  ی 
استخراج   از  پس  گردید.  استخراج  جرم  و  ی  هاسی ماترهندسی 

(  بعدبیو فرکانس طبیعی    مؤثرمقادیر ویژه )ضریب طول    ،سختی
تکنیک   از  در    ةلیوسبهی  ابی شه ی ربررسی شد.    افزارنرم کدنویسی 

نتایج پژوهش    ة مقادیر ویژه استفاده شد. خلاص  ةمتلب برای محاسب
 : به شرح ذیل است 

تغییرات حرارتی    زمان هم اثر   • مقطع و ضریب  ضریب شیب 

طول    بعد بی  افزایش    مؤثر بر  شد.  بررسی  الاستیک  ستونی 
ی مختلف باعث  گاه ه ی تک پارامترهای مذکور در تمامی شرایط  

 . شود ی م ی ستون  بارکمانش و کاهش ظرفیت    مؤثر افزایش طول  

ضریب شیب مقطع و ضریب تغییرات حرارتی    زمانهم اثر   •
طبیعی    بعدبی فرکانس  افزایش    بعد بیبر  شد.  بررسی 

شرایط    یپارامترها نوع  به  بسته  سبب    یگاههیتکمذکور 
 .  شودی م بعدبیافزایش یا کاهش فرکانس طبیعی 

رایلی • روش  با  -از  چبیشف   یاچندجمله   یهایسرریتز 
د. روش فوق سرعت  شمتشکله استفاده    ةبرای حل معادل
بیش  سایر    یترهمگرایی  با  مقایسه  عددی    یهاروشدر 

، فرکانس مؤثرجمله مقادیر ویژه )طول    10  یازابه دارد. تنها  
 . آمددست به%    1 از تر( با خطای کم بعدبیطبیعی 

ضریب  )حاضر ازجمله    ةدخیل در مقال   یپارامترهاتمامی   •
مقطع   حرارتی   ،βشیب  تغییرات  طول  γضریب  ضریب   ،

طبیعی    K  مؤثر فرکانس  از  هستند  بعدبی ω̅و  همچنین   .
هم منحنی نمایش  های  برای  شده تراز  استفاده  نمودارها 

است. نتایج این تحقیق قابلیت تعمیم دارد و می تواند ملاک  
 طراحی مهندسان قرار گیرد. 

 ها پیشنهاد -5
پا  ةمقال  در ت  یداری حاضر،  ارتعاشات    ی برنول-لری او  ریو 

  رات ییشده است. تغ  یبررس  تز ی با استفاده از روش ر  یمنشورریغ

آل در نظر گرفته شده  ده ی در حالت ا  ی مرز  طی و شرا  یخط  یحرارت

ی م  شنهادیپژوهشگران پ  یآت  قاتیتحق  یبرا  ری ز  اتاست. موضوع

 ود. ش

  ریو ارتعاشات ستون با مقطع متغ  یکمانش خمش  لیتحل •
ن اتصالات  تغمه یو  تحت  مبنا  یحرارت  راتییصلب   یبر 

 ی برنول-لری او یتئور

 با  ستون  ارتعاشات  و  یچشیپ-یخمش  کمانش  لیتحل •

  ی حرارت  راتییتغ  تحت  صلبمه ین  اتصالات  و   ریمتغ  مقطع
 ی برنول-لری او یتئور یمبنا بر

  ریمتغ  مقطع  با  ستون  ارتعاشات  و  یخمش  کمانش  لیتحل •
 موشنکویت یتئور یمبنا بر یحرارت راتییتغ تحت

  ریمتغ  مقطع  با  ستون  ارتعاشات  و  یخمش  کمانش  لیتحل •
  ی تئور  یمبنا  بر  ی خطیرغ  یحرارت  کمانش  تحت

 موشنکویت
 با  ستون  ارتعاشات  و  یچشیپ-یخمش  کمانش  لیتحل •

  ی تئور  یمبنا  بر  یحرارت   راتییتغ  تحت  ریمتغ  مقطع
 موشنکویت

 با  ستون  ارتعاشات  و  یچشیپ-یخمش  کمانش  لیتحل •
 یمبنا  بر   یرخطیغ  ی حرارت  کمانش  تحت  ر یمتغ  مقطع
 موشنکویت یتئور

 غیرارتجاعی ستون غیرمنشوری تحت تغییرات دما   کمانش •
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